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Q1)  Dare la definizione di complemento ortogonale [image: image1.emf]


U⊥










U
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 di un sottospazio vettoriale U.
Q2) Dimostrare che il complemento ortogonale di un sottospazio vettoriale è un sottospazio vettoriale.
Q3) Si discuta al variare di k in R, il seguente sistema:

[image: image2.emf]


x + y+ z =1
kx +3y = 3
x + ky+ 5z = −4
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Q4) Data l’applicazione  [image: image3.emf]


f :R3→ R4 ∍ '∀(x, y, z)∈ R3 : f (x, y, z) = (x + y, x + 2y− z, x + 2y+ 2z, z)
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,
a) calcolare il sottospazio Im(f), una sua base e la dimensione;

b) calcolare il sottospazio Ker(f), una sua base e la dimensione;
c) dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.

Q5) Data la conica di equazione [image: image4.emf]


x2 + 4xy+ 2x + 4y = 0,
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a) classificare la conica (specie e genere);
b) calcolare la matrice di rotazione.

Q6) In un riferimento cartesiano ortonormale di S3, sono date la retta r passante per il punto P0(-1,0,0) e avente [image: image5.emf]
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come vettore direttore e la retta s di equazioni parametriche

[image: image6.emf]


x = 2t
y = 3+ 2t
z = −1− 2t
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a) Calcolare le equazioni cartesiane di r e di s 

b) Dire se le rette r e s sono incidenti, parallele o sghembe.

FOGLIO DELLE RISPOSTE

(Q1) ________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

(Q2)____________________________________________________________________________

(Q3) 

· Sistema compatibile:  ______________________________
· Sistema incompatibile: _____________________________

(Q4) 

a) BIm(f) = ______________________________________  dimIm(f) = _____________

b) Bker(f) = ______________________________________ dim Ker(f) = ____________

c) f:    ingettiva   SI  NO        surgettiva   SI   NO     bigettiva   SI   NO

(Q5) 

a) Specie:__________________________, Genere:___________________________

b) Matrice di rotazione: 

[image: image7.emf]
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(Q6) 

a) Equazioni cartesiane: 
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[image: image9.emf]
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b) Incidenti  SI   NO        parallele   SI   NO       sghembe  SI   NO.
Soluzione

(Q1) Se U è un sottospazio di V(K), dicesi complemento ortogonale di U, l’insieme così definito:

[image: image10.emf]


U⊥ = v ∈V (K ) v ⊥ u,∀u∈U{ }.
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(Q2) Sia 
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U⊥ = v ∈V (K ) ∀u∈U : v ⊥ u{ }.
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[image: image12.emf]
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[image: image13.emf]


⇒ v1 + v2 ⊥ u,∀u∈U⇒ v1 + v2 ∈U
⊥.
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[image: image14.emf]


(b)∀k ∈ K,∀v ∈U⊥ : v ⊥ u,∀u∈U⇒∀k ∈ K,∀v ∈U⊥ : v ⋅u = 0,∀u∈U⇒ (k ⋅ v) ⋅u = k ⋅ (v ⋅u) = k ⋅0 = 0⇒
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[image: image15.emf]


⇒ k ⋅ v ⊥ u,∀u∈U⇒ k ⋅ v ∈U⊥.
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Pertanto, 

[image: image16.emf]


U⊥ = v ∈V (K ) v ⊥ u,∀u∈U{ }
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è un sottospazio vettoriale di V(K).

(Q3) E’ dato il sistema 

[image: image17.emf]


x + y+ z =1
kx +3y = 3
x + ky+ 5z = −4
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Le matrici associate al sistema sono:

[image: image18.emf]
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Studio il rango di A:

[image: image19.emf]


a123,123 = det(A) =
1 1 1
k 3 0
1 k 5



=15+ 0+ k2 − (3+ 0+ 5k) = k2 − 5k +12;
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[image: image20.emf]


det(A) = 0⇔ k2 − 5k +12 = 0;Δ = 25− 48 = −23< 0⇒ det(A) ≠ 0,∀k ∈ R
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Discussione

Poiché [image: image21.emf]


∀k ∈ R : det(A) ≠ 0⇔∀k ∈ R : rang(A) = rang(A ') = 3⇔
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il sistema è compatibile e ammette [image: image22.emf]
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soluzione (sistema determinato).
Il sistema non è mai indeterminato o impossibile. 
(Q4) Sia 

[image: image23.emf]


f :R3→ R4 ∍ '∀(x, y, z)∈ R3 : f (x, y, z) = (x + y, x + 2y− z, x + 2y+ 2z, z)
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[image: image24.emf]


∀u '∈ Im( f ) :u ' = f (u) = f (x, y, z) = (x + y, x + 2y− z, x + 2y+ 2z, z) = (x, x, x, 0)+ (y, 2y, 2y, 0)+ (0,−z, 2z, z) =
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Detta
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la matrice avente per colonne le componenti dei vettori u’1, u’2, u’3, poiché
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sono linearmente indipendenti.

Dunque, una base di Im(f) è
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(b)

[image: image30.emf]


∀u∈ Ker( f ) : f (u) = 0⇔ f (x, y, z) = 0⇒ (x + y, x + 2y− z, x + 2y+ 2z, z) = (0, 0, 0, 0)⇒
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[image: image31.emf]
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Dunque, Ker(f) non ha basi e dim Ker(f) = 0.

(c) 
· Poiché dim Im(f) = 3[image: image32.emf]
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· poiché [image: image33.emf]
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· L’applicazione lineare f non è bigettiva.

(Q5) E’ data la conica di equazione x2 + 4xy + 2x + 4y = 0.
(a) Le matrici associate alla conica sono
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Poiché 
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l’iperbole è non degenere.

(b) Come primo passo, calcoliamo gli autovalori di A00:
[image: image37.emf]
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Ora calcoliamo gli autovettori associati ai due autovalori trovati.
· Per [image: image39.emf]
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[image: image41.emf]
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Quindi, un autovettore associato a 
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Pertanto una base ortogonale di S2 è
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Normalizziamo tale base: poiché 
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e la matrice di rotazione richiesta è
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(Q6) I parametri direttori di r sono le componenti del vettore [image: image54.emf]
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ℓ=1,m=1,n=-1.


Quindi, l’equazione della retta r passante per P0(-1,0,0) e parallela al vettore[image: image56.emf]
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e le equazioni cartesiane sono
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Ora calcoliamo le equazioni cartesiane della retta s:
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(b)

I parametri direttori di r sono
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i parametri direttori di s sono 

[image: image61.emf]


ℓ ' = 2,m ' = 2,n ' = −2.










ℓ'=2,m'=2,n'=-2.


Poiché
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le due rette sono parallele.
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